
環論 (第9回)

9. 素イデアルと極大イデアル
素イデアルと極大イデアルについて解説する. また, これらのイデアルと剰余環との関係を考察

する.

� �
定義 9-1 (素イデアルと極大イデアル)

可換環 Aのイデアル I (I ̸= A)を考える.

(1) 次の条件を満たすとき I を素イデアルという.

ab ∈ I (a, b ∈ A) ⇒ a ∈ I または b ∈ I.

(2) I を真に含むイデアルが Aだけのとき, I を極大イデアルという. つまり,

I ⊊ J ⊆ A ⇒ J = A.

※ 条件の I ̸= Aに注意. A自身は素イデアルでも, 極大イデアルでもない.� �
整数環で例を挙げる.

� �
例題 9-1

整数環 Zにおいて考える.

(1) 2Zは素イデアルであることを示せ.

(2) 2Zは極大イデアルであることを示せ.

(3) 4Zは素イデアルでも, 極大イデアルでもないことを示せ.� �
[証明]

(1) 2Z ̸= Zに注意する. ab ∈ 2Z (a, b ∈ Z)とする. abは偶数より, aか bのどちらかは偶数. よっ
て a ∈ 2Zまたは b ∈ 2Z. 従って 2Zは素イデアル.

(2) 2Z ⊊ J ⊆ Zとなるイデアル J をとる. このとき, 1 + 2k ∈ J を満たす整数 kがある. ここで
2 ∈ 2Z ⊆ J より 1 ∈ J が従う. よって J = Z. 従って 2Zは極大イデアル.

(3) 2 · 6 ∈ 4Zだが, 2 ̸∈ 4Zかつ 6 ̸∈ 4Z. よって 4Zは素イデアルでない. また,

4Z ⊊ 2Z ⊊ Z
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より 4Zは極大イデアルでもない.

問題 9-1

(1) Aを整域とするとき, {0}が Aの素イデアルであることを示せ.

(2) C[x]において, I = (x)が極大イデアルであることを示せ.

問題 9-2 環準同型 f : A → Bを考える. Bが整域ならば, ker f は素イデアルであることを示せ.

次に素イデアルと極大イデアルの関係を調べる.

� �
定理 9-1

可換環 Aとそのイデアル I を考える. I は極大イデアルならば素イデアルでもある.� �
[証明]

I は極大イデアルより I ̸= A. 素イデアルの条件

ab ∈ I (a, b ∈ A) ⇒ a ∈ I または b ∈ I (eq1)

を示せばよい. a ∈ I のときは示すことはない. a ̸∈ I のとき, J = (a) + I とおくと I ⊊ J . ここで,

I は極大イデアルより A = J である. 1 ∈ A = J = (a) + I より

1 = ax+ y ( ∃x ∈ A, ∃y ∈ I).

ab, y ∈ I より,

b = abx+ by ∈ I.

以上より (eq1)が示せた.

[補足] 一般的に定理 9-1の逆は成立しない. 例えば, {0}は Zの素イデアル (問題 9-1)だが,

{0} ⊊ 2Z ⊊ Z

より {0}は極大イデアルではない.

� �
定理 9-2

(1) 素数 pに対して pZは Z の極大イデアルである. よって, 定理 9-1より pZは素イデアル
でもある.

(2) n ∈ Z (n ≥ 2)が合成数ならば, nZは Zの素イデアルではない. よって極大イデアルで
もない.� �
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[証明]

(1) p ≥ 2より pZ ̸= Zに注意する. pZ ⊊ J ⊆ Zとなるイデアル J を考える. n ∈ J \ pZをとる
と, pは素数より gcd(n, p) = 1. よって

1 = nx+ py (∃x, ∃y ∈ Z).

n, p ∈ J より 1 ∈ J . 従って J = Z. よって pZ は極大イデアル.

(2) nは合成数より
n = ab (a, b ∈ Z, 1 < a, b < n)

と表せる. このとき,

ab ∈ nZ, a ̸∈ nZ, b ̸∈ nZ.

従って nZは素イデアルではない.

� �
定理 9-3

可換環 Aとそのイデアル I を考える.

(1) I は素イデアル ⇐⇒ A/I は整域.

(2) I は極大イデアル ⇐⇒ A/I は体.� �
[証明]

(1) ⇒を示す. I ̸= Aより A/I ̸= {0 + I}. ここで,

(x+ I)(y + I) = 0 + I (x+ I, y + I ∈ A/I)

とすると, xy ∈ I. よって x ∈ I または y ∈ I. これより x+ I = 0 + I または y + I = 0 + I. 従っ
て A/I は整域である.

⇐を示す. A/I は整域より A/I ̸= {0 + I}. 従って I ̸= Aである. xy ∈ I (x, y ∈ A) とする.

このとき,

(x+ I)(y + I) = xy + I = 0 + I

であり, A/I は整域より x+ I = 0 + I または y + I = 0 + I. よって x ∈ I または y ∈ I. よって I

は素イデアル.

(2) ⇒を示す. I ̸= Aより A/I ̸= {0 + I}である. x+ I ∈ A/I (x+ I ̸= 0+ I)とすると, x ̸∈ I で
ある. I ⊊ I + (x)であり, I は極大イデアルなので A = I + (x). よって

1 = a+ bx (∃a ∈ I, ∃b ∈ A).

従って
1 + I = (a+ bx) + I = (a+ I) + (b+ I)(x+ I) = (b+ I)(x+ I)
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より, x+ I は A/I の可逆元. よって A/I は体.

⇐を示す. A/I は体より I ̸= Aである. I ⊊ J となるイデアル J をとる. さらに x ∈ J \ I をと
る. x ̸∈ I より x+ I ̸= 0 + I となる. A/I は体なので,

1 + I = (x+ I)(y + I) (∃y + I ∈ A/I).

1 + I = xy + I より 1− xy ∈ I ⊆ J . また x ∈ J より 1 ∈ J . 従って J = A. よって I は極大イデ
アル.

[補足] 定理 2-2と定理 9-3から次の流れで定理 9-1が導ける.

I は極大イデアル⇒ A/I は体⇒ A/I は整域⇒ I は素イデアル.

問題 9-3 可換環 A = {a+ bi | a, b ∈ Z}とそのイデアル I = (1 + i)を考える.

(1) A/I = {0 + I, 1 + I}を示せ.

(2) 0 + I ̸= 1 + I を示せ.

(3) I は Aの極大イデアルであることを示せ.
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