
体論 (第1回)

1. 体の拡大
今回は「体の拡大」の基本的な用語について説明する. まず, 体の定義を復習しておく.� �

� �

定義 1-1(体)

K を可換環とし, 0K ̸= 1K とする. 任意の x ∈ K \ {0} がK の可逆元となるとき, K を体
と言う. つまり, K が体なら,

x ∈ K \ {0} =⇒ 1

x
∈ K.

が成り立つ.

Q, R, Cは体である. 一方, 2 ∈ Z \ {0}だが,
1

2
/∈ Zであるから, Zは体ではない.

� �

� �
定義 1-2 (体の拡大)

体 Lの部分集合K が Lと同じ演算で体になるとき, LをK の拡大体, またはK を Lの部
分体と言い, L/K で表す.

Q, Rは Cと同じ演算で体となるので, Cの部分体である.

� �

� �

定理 1-1 (部分体の判定法)

体 Lの部分集合K が次の (i), (ii), (iii), (iv)を満たすとき, K は Lの部分体となる.

(i) x, y ∈ K ⇒ x− y ∈ K.

(ii) x, y ∈ K ⇒ x · y ∈ K.

(iii) 1L ∈ K.

(iv) x ∈ K \ {0} ⇒ 1

x
∈ K.

copyright c⃝ 大学数学の授業ノート

1



[証明]

(i), (ii), (iii)よりK は Lの部分環である (詳細は環論 (第 3回)の定理 3-1を参照) . 特にK は
可換環である. また (iv)よりK は体である.
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� �

� �

例 1-2

Cの部分集合K = {a+ b
√
−1 | a, b ∈ Q} を考える.

(1) K は Cの部分体.

(2) K は Qと
√
−1を含む最小の Cの部分体である.

[証明]

(1) 定理 1-1の条件を確認すればよい. x, y, z ∈ K (z ̸= 0) をとり,

x = a+ b
√
−1, y = c+ d

√
−1, z = e+ f

√
−1 (a, b, c, d, e, f ∈ Q)

と表す.

(i) x− y = (a− c) + (b− d)
√
−1 ∈ K.

(ii) x · y = (a+ b
√
−1)(c+ d

√
−1) = (ac− bd) + (ad+ bc)

√
−1 ∈ K.

(iii) 1 = 1 + 0 ·
√
−1 ∈ K.

(iv)
1

z
=

1

e+ f
√
−1

=
e

e2 + f2
+

(
−f

e2 + f2

)√
−1 ∈ K.

以上より, K は Cの部分体である.

(2) 定義より, K は Qと
√
−1を含む. (1)より, K は Cの部分体である. 次にK の最小性につい

てみる. M を Qと
√
−1を含む C の部分体とする. x = a+ b

√
−1 ∈ K (a, b ∈ Q)をとる. M の

仮定から a, b,
√
−1 ∈ M であり, M は体であることから, x = a+ b

√
−1 ∈ M . 従ってK ⊆ M . こ

れでK の最小性が示せた.

2

問題 1-1 α =
√
2とし, K = {a+ bα | a, b ∈ Q}とおく. K は Cの部分体であることを示せ.

� �
� �
例 1-3

Cの部分体 Lは Qを含む. つまり, Qは Cの最小の部分体である.

[証明]

Lは Cの部分体より 1 ∈ Lである. Lは体より, 任意の自然数 nに対して,

n = 1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸
n 個

∈ L.
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また 0 = 1− 1 ∈ L. さらに, 負の整数 nに対して, |n| ∈ N ⊆ Lより,

n = 0− |n| ∈ L.

以上より Z ⊆ Lが示せた. 次に x ∈ Qをとる. x =
n

m
(n,m ∈ Z, m ̸= 0)と表せば, n,m ∈ Lより

x = n · 1

m
∈ L.

よって Q ⊆ Lが示せた.

2

� �
� �
定義 1-3 (中間体)

K, M を Lの部分体とする. K ⊆ M ⊆ K のとき, M は L/K の中間体と言う.

例えば, Rは C/Qの中間体である.

問題 1-2 Lを C/Rの中間体とする.

(1) R ̸= Lのとき, i ∈ Lを示せ.

(2) Lは Rまたは Cのいずれかであることを示せ.

� �

� �

定義 1-4

L/K を体の拡大とする. α1, α2, ..., αn ∈ Lに対して,

K(α1, α2, ..., αn) =

{
f(α1, α2, ..., αn)

g(α1, α2, ..., αn)

∣∣∣ f, g ∈ K[x1, x2, ..., xn], g(α1, α2, ..., αn) ̸= 0

}
はKとα1, α2, ...., αnを含む最小のLの部分体となる. K(α1, α2, ...., αn)をKにα1, α2, ...., αn

を添加した体という. また 1 ≤ m < nのとき,

K(α1, α2, ..., αm)(αm+1, αm+2, ..., αn) = K(α1, α2, ..., αn) (eq1)

が成立する.

問題 1-3 定義 1-4の状況を考える.

(1) K(α1, α2, ..., αn)はK と α1, α2, ...., αn を含む最小の Lの部分体であることを示せ.

(2) 等式 (eq1)を示せ.

� �
� �
例 1-4

Q(
√
2,
√
3) = Q(

√
2 +

√
3)が成り立つ.
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(解答)

α =
√
2 +

√
3とおく.

√
2,
√
3 ∈ Q(

√
2,
√
3)より α ∈ Q(

√
2,
√
3)となる. Q(α)の最小性から

Q(α) ⊆ Q(
√
2,
√
3). 逆に 1

α =
√
3−

√
2 なので,

√
3 =

1

2

(
α+

1

α

)
∈ Q(α),

√
2 =

1

2

(
α− 1

α

)
∈ Q(α).

よって Q(
√
2,
√
3) ⊆ Q(α). 従って Q(

√
2,
√
3) = Q(α).
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問題 1-4 Q(
√
2,
√
3) = Q(

√
2,
√
6)を示せ.
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