
環論 (第13回)

13. ガウス整数環
前回は PIDについて解説し, さらに「PID⇒ UFD」を示した. 今回は PIDの例としてガウス整
数環を取り上げる. Cの部分環

A = {a+ bi | a, b ∈ Z}

をガウス整数環と呼ぶ. ただし, i =
√
−1である. また写像

N : A → Z (a+ bi 7→ a2 + b2)

を Aのノルムと呼ぶ. 定義から

N(α) = |α|2 = αα (α ∈ A).

ここで, αは αの複素共役である.

� �
定理 13-1

α, β ∈ Aとする.

(1) N(αβ) = N(α)N(β).

(2) Aにおいて α | β ならば, ZにおいてN(α) | N(β)が成り立つ.

(3) α ∈ A× ⇐⇒ N(α) = 1.

(4) A× = {±1,±i}.

(5) α ∼ β のとき, N(α) = N(β).� �
[証明]

(1), (3)は定理 3-2より従う. また (2), (4), (5)は (1), (3)より従う.

次の定理はガウス整数環での割り算の原理に相当する.

� �
定理 13-2

α, β ∈ A (α ̸= 0)とする. このとき,

β = γα+ δ, N(δ) < N(α)

を満たす γ, δ ∈ Aがある.� �
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[証明]
β
α = a+ bi (a, b ∈ R)と表す. また,

|a− c| ≦ 1

2
, |b− d| ≦ 1

2

を満たす c, d ∈ Zをとり, γ = c+ diとおく. このとき, γ ∈ Aであり,∣∣∣∣βα − γ

∣∣∣∣2 = (a− c)2 + (b− d)2 < 1.

δ = β − γα ∈ Aと置けば, β = γα+ δであり,

N(δ) = |δ|2 = |α|2 ·
∣∣∣∣βα − γ

∣∣∣∣2 < |α|2 = N(α).

� �
定理 13-3

Aは PIDである.� �
[証明]

I を (0)でない Aのイデアルとする. αを I \ {0}に含まれるノルムが最小の元とする. このと
き, α ∈ I より (α) ⊆ I である. 逆に β ∈ I とすると, 定理 13-2から

β = γα+ δ, N(δ) < N(α)

を満たす γ, δ ∈ Aが取れる. δ = β−γα ∈ Iより, N(α)の最小性から δ = 0. よって β = αγ ∈ (α).

よって I ⊆ (α)であり, I = (α)を得る. よって Aは PIDである.

定理 12-3と定理 13-3より, Aは UFDである. また定理 12-2から, α ∈ Aに対して,

αが既約元 ⇐⇒ α が素元

が成り立つ.

� �
定理 13-4

α, β ∈ A \ {0}とする.

(1) α | β かつN(α) = N(β)のとき, α ∼ β である.

(2) N(α)が素数のとき, αは Aの既約元 (素元)である.� �
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[証明]

(1) α | β より β = γα (γ ∈ A)と表せる. 仮定より

N(β) = N(γ)N(α) = N(γ)N(β).

よってN(γ) = 1より γ ∈ A×. 従って α ∼ β.

(2) p = N(α) ( p : 素数)とする. このとき, α ̸= 0かつ α ̸∈ A× に注意する. β | αとすると,

N(β) | N(α) = p.

よって N(β)は 1または pである. N(β) = 1のとき, β ∈ A× である. N(β) = pのとき, β | αか
つN(β) = N(α)より β ∼ α. よって αは既約元である.

� �
例題 13-1

ガウス整数環 Aにおいて考える.

(1) 2− iと 2 + iは素元であることを示せ.

(2) 2− iと 2 + iは同伴でないことを示せ.

(3) 3は素元である.� �
[証明]

(1) N(2± i) = 5は素数. 定理 13-4 (2)より, 2± iは素元.

(2) 2 + iに A× = {±1, ±i}の元をかけても 2− iにならない. 従って 2 + iと 2− iは同伴でない.

(3) a+ bi | 3とする. このとき,

N(a+ bi) | N(3) = 9.

よってN(a+ bi)は 1, 3, 9のいずれか. N(a+ bi) = 1のときは a+ bi ∈ A×である. N(a+ bi) = 9

のとき, N(a+ bi) = N(3)より a+ bi ∼ 3. また

a2 + b2 = N(a+ bi) = 3

となる整数の組 (a, b)はないので, N(a + bi) = 3の場合は起きない. よって 3は Aの既約元であ
り, 素元でもある.

� �
例題 13-2

39の A上での素元分解を求めよ.� �
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[証明]

N(2± 3i) = 13であるので 2± 3iは素元である. また 2+ 3iに A× = {±1, ±i}の元をかけても
2− 3iにならない. 従って 2 + 3iと 2− 3iは同伴でない. また例題 13-1より 3は Aの素元である.

以上より, 39の A における素元分解は

39 = 3 · 13 = 3 · (2 + 3i) · (2− 3i)

であり, また 3, 2 + 3i, 2− 3iは互いに同伴ではない.

問題 13-1

(1) 1 + iは Aの素元であることを示せ.

(2) 7は Aの素元であることを示せ.

(3) α = 9− 2iの Aでの素元分解を求めよ.

問題 13-2 πが Aの素元のとき, N(π)は素数または素数の 2乗であることを示せ.

最後に, ガウス整数環における素数の素元分解に関する結果を紹介しておく.

� �
定理 13-5

素数 pは A上で次のように素元分解される.

(1) p = 2のとき,

2 = (1 + i)(1− i)

と素元分解される. ここで, 1 + iと 1− iは同伴である.

(2) p ≡ 1 (mod 4)のとき,

p = ππ̄

と素元分解される. ここで, π̄は π の複素共役で, πと π̄は同伴ではない.

(3) p ≡ 3 (mod 4)のとき, pは Aの素元である.� �
[証明]

参考文献 [1]の定理 5.45を参照のこと.
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