
体論 (第6回)

6. 代数拡大
今回は代数拡大の基本事項を解説する. また代数閉体や代数閉包の概念について触れる.

� �
� �
定義 6-1 (代数拡大)

L/K を体の拡大とする. Lの全ての元がK 上代数的であるとき, L/K を代数拡大と言う.

例えば, K = Q(
√
2)を考える. α ∈ K とすると, α = a+ b

√
2 (a, b ∈ Q) の形で表せる. よって,

f(x) = x2 − 2ax+ (a2 − 2b2)

と置くと, f(x) ∈ Q[x]かつ f(α) = 0. 従って αは Q上代数的. よってK/Qは代数拡大である.

問題 6-1 C/Rは代数拡大であることを示せ.

� �
� �
定理 6-1

有限次拡大は代数拡大である.

[証明]

L/K を有限次拡大とし,

n = [L : K] = dimK L

と置く. α ∈ Lを取る. n = dimK Lより 1, α, ..., αn はK 上 1次従属. よって, いずれかは 0では
ない元 a0, a1, ..., an ∈ K で,

a0 + a1α+ · · ·+ anα
n = 0

を満たすものが存在する. ここで,

f(x) = a0 + a1x+ · · ·+ anx
n ∈ K[x]

と置くと, f(x)は零多項式ではなく, さらに f(α) = 0 を満たす. 従って αはK 上代数的. よって
L/K は代数拡大である.
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[コメント] 定理 6-1の逆は一般的には成立しない. つまり, 代数拡大であっても, 無限次元拡大に
なる場合がある (問題 6-4を参照).

� �

� �
定理 6-2

L/K を体の拡大とし, α1, ..., αn ∈ Lは K 上代数的とする. このとき, K(α1, ..., αn)/K は
代数拡大である.

[証明]

定理 5-2よりK(α1, ..., αn)/K は有限次拡大. 従って, 定理 6-1からK(α1, ..., αn)/K は代数拡
大である.
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問題 6-2 L/K を有限次拡大とするとき, L = K(α1, ..., αn) を満たす α1, ..., αn ∈ Lが存在するこ
とを示せ.

� �

� �
定理 6-3

L/K を体の拡大, α, β, γ ∈ L (γ ̸= 0)をK 上代数的とする. このとき, α ± β, αβ, 1/γ は
すべてK 上代数的である.

[証明]

定理 6-2より K(α, β, γ)/K は代数拡大である. ここで α ± β, αβ, 1/γ ∈ K(α, β, γ) であるか
ら, α± β, αβ, 1/γ はすべてK 上代数的となる.
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問題 6-3 α =
√
2, β = 3

√
2とする.

(1) α+ β は Q上代数的であることを示せ.

(2)
√
α+ β は Q上代数的であることを示せ.

� �
� �
例 6-1

自然数 nに対して, sin

(
2π

n

)
と cos

(
2π

n

)
は Q上代数的である.

[証明]

α = cos

(
2π

n

)
+ i sin

(
2π

n

)
とすると,

αn = cos(2π) + i sin(2π) = 1.
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よって αは xn − 1の根になるから Q上代数的である. また iも Q上代数的であるから, 定理 6-2

より Q(α, i)/Qは代数拡大. また,

1

α
= α = cos

(
2π

n

)
− i sin

(
2π

n

)
であるから, αと 1/αの和と差を考えることにより

cos

(
2π

n

)
=

1

2

(
α+

1

α

)
∈ Q(α, i),

sin

(
2π

n

)
=

1

2i

(
α− 1

α

)
∈ Q(α, i).

従って, sin

(
2π

n

)
と cos

(
2π

n

)
は Q上代数的である.
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� �

� �

定理 6-4

L/K を体の拡大, M を L/K の中間体とする. このとき, 次の二つは同値である.

(1) L/K は代数拡大.

(2) L/M とM/K はそれぞれ代数拡大.

[証明]

(1) ⇒(2)は明らか.

(2) ⇒ (1)を示す. α ∈ Lとする. L/M は代数拡大よりモニック多項式 f(x) ∈ M [x]で, f(α) = 0

を満たすものがある. この多項式を

f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 (ai ∈ M)

で表し, N = K(an−1, ..., a0)と置く. 定理 5-2より N/K は有限次拡大である. 一方, f(x) ∈ N [x]

より αはN 上代数的であるから, N(α)/N も有限次拡大である. よって,

[N(α) : K] = [N(α) : N ][N : K]

より, N(α)/K も有限次拡大である. 定理 6-1よりN(α)/K は代数拡大で, 特に αはK 上代数的.

従って L/K はK 上代数的である.
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� �

� �
定義 6-2 (代数閉体)

Ωを体とする. 任意の f(x) ∈ Ω[x] (deg f ≥ 1) が Ω内に根を持つとき, Ωを代数閉体と
呼ぶ.
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実数体 Rを考える. f(x) = x2 + 1と置くと, f(x) ∈ R[x]だが, f(x)は R内に根を持たない.

従って Rは代数閉体ではない.

� �
� �
定理 6-5 (代数学の基本定理)

複素数体 Cは代数閉体である.

[証明]

初等的な証明は参考文献 [1]の付録 Iを参照のこと. 複素解析を用いた証明は参考文献 [2]の 21

章を参照のこと.
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� �

� �

定義 6-3 (代数閉包)

Ω/K を体の拡大とする. Ωが次の 2条件を満たすとき, ΩをK の代数閉包という.

(1) Ωは代数閉体.

(2) Ω/K は代数拡大.

有理数体 Qの代数閉包について考える.

� �

� �

例 6-2

Cの部分集合 Qを次で定義する.

Q = {α ∈ C | αは Q上代数的 }.

このとき, Qは Q の代数閉包である.

[証明]

定理 6-3から Qは定理 1-1の部分体の条件を満たす. よって Qは Cの部分体である. また定義
より Q/Qは代数拡大である.

後はQが代数閉体であることを示せばよい. f(x) ∈ Q[x] (deg f ≥ 1) を考える. f(x) ∈ C[x]で,

Cは代数閉体であるから f(α) = 0を満たす α ∈ Cが取れる. αはQ上代数的であるので, Q(α)/Q
は代数拡大である. Q/Qも代数拡大であるから, 定理 6-4より Q(α)/Qも代数拡大となる. 特に α

は Q上代数的である. 従って α ∈ Qであり, Q は代数閉体である.

2

[コメント] 任意の体K に対して, K の代数閉包が存在する (参考文献 [3]の定理 3.2.3を参照).
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問題 6-4

(1) 自然数 nに対して, [Q( n
√
2) : Q]を求めよ.

(2) Q/Qは無限次元拡大であることを示せ.
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