
体論 (第8回)

8. 準同型写像
今回は体の準同型写像の性質をみていきます.

� �

� �

定義 8-1 (K-準同型)

L1, L2 を C/K の中間体とする. σ : L1 → L2 が次の (1), (2)を満たすとき, K-準同型と
言う.

(1) σは環準同型. つまり,

(1-i) x, y ∈ L1 のとき, σ(x+ y) = σ(x) + σ(y).

(1-ii) x, y ∈ L1 のとき, σ(xy) = σ(x)σ(y).

(1-iii) σ(1) = 1.

(2) σ |K= IdK である. つまり, 任意の a ∈ K に対して σ(a) = aが成り立つ.

L1 から L2 へのK-準同型全体を HomK(L1, L2)で表す.

※ 1 ∈ K より (2) ⇒ (1-iii)が分かる. よって, (1-i), (1-ii), (2)が成り立てば, σはK-準同型
である.

※ K-準同型 σはK-線形写像となる.

K-準同型の例を挙げておく.
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例 8-1

σ : Q(
√
2) → Cを次で定義する.

σ(a+ b
√
2) = a− b

√
2 (a, b ∈ Q).

このとき, σは Q-準同型である.
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[証明]

定義 8-1の (1-i), (1-ii), (2)を示せばよい. まず, x = a+b
√
2, y = c+d

√
2 ∈ Q(

√
2) (a, b, c, d ∈ Q)

をとる.

(1-i)について.

σ(x+ y) = σ((a+ c) + (b+ d)
√
2)

= (a+ c)− (b+ d)
√
2

= (a− b
√
2) + (c− d

√
2)

= σ(x) + σ(y).

(1-ii)について.

σ(xy) = σ((a+ b
√
2)(c+ d

√
2))

= σ((ac+ 2bd) + (ad+ bc)
√
2)

= (ac+ 2bd)− (ad+ bc)
√
2

= (a− b
√
2)(c− d

√
2)

= σ(x)σ(y).

(2) a ∈ Qに対して,

σ(a) = σ(a+ 0 ·
√
2) = a− 0 ·

√
2 = a.

従って, σ |Q= IdQ.
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問題 8-1 σ : C → C (z → z̄) を考える. ただし, z̄は zの複素共役である. このとき, σは R-準同
型であることを示せ.
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定理 8-1

KをCの部分体, α ∈ CをK上代数的とする. f(x)をαのK上の最小多項式とし, n = deg f

と置く. αのK 上共役全体を α = α1, α2, . . . , αn とする.

(1) 1 ≤ i ≤ nに対して, σi(α) = αi を満たす σi ∈ HomK(K(α),C)が存在する.

(2) HomK(K(α),C) = {σ1, . . . , σn} である. 特に

|HomK(K(α),C)| = [K(α) : K].
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[補足] 一般的に, L/K が有限次分離拡大ならば, |HomK(L,C)| = [L : K] が成り立つ (文献 [1] 定
理 3.3.21)

証明の前に, 定理の使い方を確認しておく.

� �
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例 8-2

HomQ(Q(
√
2),C)を求めよ.

[解答]
√
2の Q上共役は ±

√
2であるから, 定理 8-1より

HomQ(Q(
√
2),C) = {τ1, τ2}

と表せる. ここで, τ1, τ2 はそれぞれ次で定まるものとする.

τ1(
√
2) =

√
2, τ2(

√
2) = −

√
2.

τ1, τ2 による a+ b
√
2 (a, b ∈ Q) の行き先を計算すると,

τ1(a+ b
√
2) = τ1(a) + τ1(b)τ1(

√
2) = a+ b

√
2,

τ2(a+ b
√
2) = τ2(a) + τ2(b)τ2(

√
2) = a− b

√
2.

従って τ1 = Idであり, τ2 = σ (例 8-1のもの) となる.
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[定理 8-1の証明]

(1) αi は αのK 上共役より, αi のK 上の最小多項式も f(x)である. ここで, 次の環の同型写像

Φi : K[x]/(f(x)) → K(αi)
(
g(x) 7→ g(αi)

)
を考える (定理 4-2の補足を参照). σi = Φi ◦Φ−1

1 と置けば, σi : K(α) → K(αi)は環の同型写像で,

さらに σi(α) = αi であり, σi |K= IdK を満たす. また K(αi) ⊆ Cなので, σi ∈ HomK(K(α),C)
となる.

(2) σ ∈ HomK(K(α),C)を取る. αのK 上の最小多項式を

f(x) = xn + an−1x
n−1 + · · ·+ a0 ∈ K[x]

で表す. σはK-準同型より

f(σ(α)) = σ(α)n + an−1σ(α)
n−1 + · · ·+ a0

= σ(αn + an−1α
n−1 + · · ·+ a0)

= σ(f(α)) = 0.
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これより, σ(α) = αi を満たす 1 ≤ i ≤ nがある. β ∈ K(α)を取り,

β =

n−1∑
j=0

bjα
j (bj ∈ K)

と表す. σ(α) = σi(α)より,

σ(β) =

n−1∑
j=0

σ(bj)σ(α)
j =

n−1∑
j=0

σi(bj)σi(α)
j = σi (β) .

よって σ = σi ∈ {σ1, . . . , σn} を得る.

以上より HomK(K(α),C) = {σ1, . . . , σn}が成り立ち, また

|HomK(K(α),C)| = n = deg f = [K(α) : K].
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問題 8-2 α = 4
√
2とし, K = Q(α)と置く. K から Cへの Q-準同型を次で定める.

σ1(α) = α, σ2(α) = −α, σ3(α) = iα, σ4(α) = −iα.

また
β1 = 1 + α+ 3α2, β2 =

1 + α

1− α
, β3 = 1 + α2

と置く.

(1) I1 = σ4(β1), I2 = σ4(β2)をそれぞれ α, iを用いて表せ.

(2) I3 = σ1(β3)σ2(β3)σ3(β3)σ4(β3) を計算せよ.

(3) γ ∈ K とする. σ4(γ) = γ ならば γ ∈ Qを示せ.
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