
群論 (第2回)

2. 対称群
今回は対称群について解説します.

� �
定義 2-1(対称群)

(1) Snを {1, 2, . . . , n}から {1, 2, . . . , n}への全単射全体とし, その演算を写像の合成 ◦で定
める. このとき, (Sn, ◦)は群になり, これを n次対称群と言う. Sn の単位元は恒等写像
であり, σ ∈ Sn の逆元は逆写像 σ−1 である.

(2) σ ∈ Sn は ai = σ(i) (i = 1, . . . , n) を満たすとき,

σ =

(
1 2 · · · n

a1 a2 · · · an

)
(eq1)

で表す.� �
S4 の元として下図の σ, τ を考えます.
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このとき, σ, σ−1, τ ◦ σ はそれぞれ次のように表せます.

σ =

(
1 2 3 4

2 3 1 4

)
, σ−1 =

(
1 2 3 4

3 1 2 4

)
, τ ◦ σ =

(
1 2 3 4

3 2 1 4

)
.
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� �
例題 2-1

S3 の元を (eq1)の形で表せ. また S3 がアーベル群でないことを示せ.� �
[解答]

S3 の元を (eq1)の形で表すと次のようになる.

σ1 =

(
1 2 3

1 2 3

)
= Id, σ2 =

(
1 2 3

1 3 2

)
,

σ3 =

(
1 2 3

2 1 3

)
, σ4 =

(
1 2 3

2 3 1

)
,

σ5 =

(
1 2 3

3 1 2

)
, σ6 =

(
1 2 3

3 2 1

)
.

また

σ2σ3 =

(
1 2 3

1 3 2

)(
1 2 3

2 1 3

)
=

(
1 2 3

3 1 2

)
= σ5,

σ3σ2 =

(
1 2 3

2 1 3

)(
1 2 3

1 3 2

)
=

(
1 2 3

2 3 1

)
= σ4.

従って S3 はアーベル群でない.

2

[コメント] n次対称群 Sn は n!個の要素を持つ群であり, また n ≥ 3 のときは常にアーベル群に
はならない.

問題 2-1 S7 の元

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7

2 3 7 4 6 5 1

)
, τ =

(
1 2 3 4 5 6 7

5 4 7 3 1 6 2

)

に対して, στ , σ2, σ−1 をそれぞれ (eq1)の形で表せ.
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� �
定義 2-2 (巡回置換)

相異なる a1, a2, . . . , as ∈ {1, 2, . . . , n}を取る. σ ∈ Sn が

σ(x) =


ai+1 x = ai (i = 1, 2, . . . , s− 1),

a1 x = as,

x それ以外

を満たすとき, σ は長さ s の巡回置換といい, (a1 a2 · · · as) で表す. 特に, s = 2 のとき
σ = (a1 a2)を互換と言う. また σ = (a1 · · · as), τ = (b1 · · · bt)に対して,

{a1, . . . , as} ∩ {b1, . . . , bt} = ∅

であるとき, σと τ は共通部分がないと言う.� �
S5 の元

σ =

(
1 2 3 4 5

2 5 3 4 1

)
, τ =

(
1 2 3 4 5

1 2 4 3 5

)

はそれぞれ σ = (1 2 5), τ = (3 4) と表せます. 次に巡回置換に関してよく使う性質をまとめてお
きます.

� �
定理 2-1

(1) 長さ sの巡回置換 σに対して σs = 1が成り立つ.

(2) 巡回置換 σ1,σ2 に共通部分がないならば, σ1σ2 = σ2σ1 が成り立つ.

(3) Sn の元は巡回置換の積で書ける.

(4) (a1 a2 · · · as) = (a1 a2)(a2 a3) · · · (as−1 as). これと (3)より, Sn の各元は互換の積で
表せる.

(5) σ ∈ Sn を互換の積 σ = σ1σ2 · · ·σs (σi : 互換)で表すとき, sの偶奇は表し方に依存し
ない.� �

定理 2-1 (5)の記号のもと, 次の写像を考えます.

sgn : Sn → {±1} (σ 7→ (−1)s).

sの偶奇は互換の積の表し方に依存しないので, 上の写像は well-definedとなります. sgn(σ) = 1

のとき, σを偶置換, sgn(σ) = −1 のとき, σを奇置換と言います. また sgnの定義から次が成り立
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ちます.

sgn(στ) = sgn(σ)sgn(τ) (σ, τ ∈ Sn).

次に定理 2-1の使い方を確認しておきます.

� �
例題 2-2

σ ∈ S7 の元

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7

2 1 4 5 3 7 6

)

を考える.

(1) σを巡回置換の積で表せ.

(2) sgn(σ)を求めよ.

(3) σ4 を求めよ.� �
(解答)

(1) 1, 2, ..., 7の各元は
1 → 2 → 1, 3 → 4 → 5 → 3, 6 → 7 → 6

と循環するので, σは次のように巡回置換で分解できる.

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7

2 1 4 5 3 7 6

)
= (1 2)(3 4 5)(6 7).

(2) 定理 2-1 (4)から,

σ = (1 2)(3 4 5)(6 7) = (1 2)(3 4)(4 5)(6 7)

と分解できる. 従って sgn(σ) = (−1)4 = 1.

(3) (1 2), (3 4 5), (6 7)は互いに共通部分を持たないので定理 2-1 (2)からそれぞれの積は可換で
ある. 従って

σ4 = ((1 2)(3 4 5)(6 7))4 = (1 2)4(3 4 5)4(6 7)4.

定理 2-1 (1)より (1 2)2 = (3 4 5)3 = (6 7)2 = Id. よって

σ4 = (3 4 5) =

(
1 2 3 4 5 6 7

1 2 4 5 3 6 7

)
.
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問題 2-2 S7 の元

σ =

(
1 2 3 4 5 6 7

5 7 2 6 3 4 1

)
, τ =

(
1 2 3 4 5 6 7

1 4 5 2 6 3 7

)

を考える.

(1) sgn(σ), sgn(τ)を計算せよ.

(2) σ15, (τστ−1)15 をそれぞれ (eq1)の形で表せ.

(3) η2 = σを満たす η ∈ S7 が存在しないことを示せ.

問題 2-3

(1) σ ∈ Sn に対し, σ(a1 a2 · · · as)σ−1 = (σ(a1) σ(a2) · · ·σ(as)) を示せ.

(2) S4 の部分集合 C = {σ ∈ S4 | σ(1 2)σ−1 = (3 4)}とするとき, C を具体的に求めよ.
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