
線形代数 (第7回)

7 連立 1次方程式の解法 III

連立 1次方程式には次の 3つのパターンがありました.
Case 1： 解はただ 1 つに定まる −→第 4回
Case 2： 解は存在しない −→第 6回
Case 3： 解は無数に存在する（すべてを表示する） −→ 今回

今回は Case 3について調べます. まずは, 次の例題を考えます.

� �
例題 7-1

次の連立 1次方程式を解け.
2x − y + 5z = −1

2y + 2z = 6

x + 3z = 1� �
[解答]

拡大係数行列を基本変形すると 2 −1 5 −1
0 2 2 6
1 0 3 1

 −→

 1 0 3 1
0 2 2 6
2 −1 5 −1

 1行目 ↔ 3行目

−→

 1 0 3 1
0 2 2 6
0 −1 −1 −3

 3行目に 1 行目 ×(−2) を足した

−→

 1 0 3 1
0 1 1 3
0 −1 −1 −3

 2行目 × 1
2

−→

 1 0 3 1
0 1 1 3
0 0 0 0

 3行目に 2 行目 ×1 を足した
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最後の行列を拡大係数行列とする連立 1次方程式は{
x + 3z = 1

y + z = 3

であり, そのすべての解は
x = −3a+ 1

y = −a+ 3

z = a

(aは任意の実数)

パラメータの取り方について

1. 拡大係数行列の簡約化を最後まで完成させる.

2. 簡約化が完成したら, 主成分に対応しない変数 (例題 7-1の場合は z）はパラメータとして
置く.

3. 主成分に対応する変数(例題 7-1の場合は x, y)を 2のパラメータで表す.

例題 7-1の場合で言うと, 拡大係数行列の簡約化が完成したら主成分（赤）に着目します. 1 0 3 1
0 1 1 3
0 0 0 0


次に, 主成分に対応する変数 (赤)と対応しない変数 (青)に分けます.{

x + 3z = 1

y + z = 3

主成分に対応しない変数 (青)はパラメータとして z = aと置きます.{
x + 3a = 1

y + a = 3

整理して 
x = −3a+ 1

y = −a+ 3

z = a

(aは任意の実数)

となります.
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� �
例題 7-2

次の連立 1次方程式を解け.

1 0 2 −1 0
2 1 3 −1 2
0 1 −1 1 1



x1

x2

x3

x4

x5

 =

12
3


� �
[解答]

拡大係数行列を基本変形すると 1 0 2 −1 0 1
2 1 3 −1 2 2
0 1 −1 1 1 3

 −→

 1 0 2 −1 0 1
0 1 −1 1 2 0
0 1 −1 1 1 3

 2行目に 1行目 ×(−2) を足した

−→

 1 0 2 −1 0 1
0 1 −1 1 2 0
0 0 0 0 −1 3

 3行目に 2行目 ×(−1)を足した

−→

 1 0 2 −1 0 1
0 1 −1 1 2 0
0 0 0 0 1 −3

 3行目 ×(−1)

−→

 1 0 2 −1 0 1
0 1 −1 1 0 6
0 0 0 0 1 −3

 2行目に 3行目 ×(−2) を足した

最後の行列を拡大係数行列とする連立 1次方程式は
x1 + 2x3 − x4 = 1

x2 − x3 + x4 = 6

x5 = −3

であり，そのすべての解は

x1 = −2a+ b+ 1

x2 = a− b+ 6

x3 = a

x4 = b

x5 = −3

(a, bは任意の実数)
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例題 7-2のパラメータの取り方を確認しておきます. 拡大係数行列の簡約化が完成したら, 主成分
に対応する変数 (赤)と対応しない変数 (青)に分けます.

x1 + 2x3 − x4 = 1

x2 − x3 + x4 = 6

x5 = −3

主成分に対応しない変数 (青)はパラメータとして x3 = a, x4 = b と置きます.
x1 + 2a − b = 1

x2 − a + b = 6

x5 = −3

整理して 

x1 = −2a+ b+ 1

x2 = a− b+ 6

x3 = a

x4 = b

x5 = −3

(a, bは任意の実数)

となります.

問題 7-1 次の連立 1次方程式を解け. x − 2y − 3z = 4
2x + 3y + z = 1
3x − 4y − 7z = 10

連立 1次方程式の解の構造を階数 (ランク)を用いて整理すると, 次のようになります.

� �
定理 7-1

n変数の連立 1次方程式 Ax⃗ = b⃗を考える.

(1) rank(A) = rank(
[
A b⃗

]
) = n ⇐⇒ただ 1 つの解を持つ (Case 1).

(2) rank(A) = rank(
[
A b⃗

]
) < n ⇐⇒無限個の解を持つ (Case 3).

(3) rank(A) < rank(
[
A b⃗

]
) ⇐⇒解を持たない (Case 2) .

ここで
[
A b⃗

]
は拡大係数行列を表す.� �
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連立 1次方程式が

[
1 −2 0 3
1 −1 1 2

]
x1

x2

x3

x4

 =

[
0
0

]
つまり

{
x1 − 2x2 + + 3x4 = 0

x1 − x2 + x3 + 2x4 = 0

のように, 定数項がすべて 0になっているとき, 同次形の連立 1次方程式と言います. この場合,

x1 = x2 = x3 = x4 = 0

は必ず解になります. これを自明な解と言います. 同次形の連立 1 次方程式は解を必ず持つので,

Case 2のパターンは起きません. また, 定理 7-1を用いると次のことが分かります.

� �
定理 7-2

m× n 型行列 A に対して, 同次形の連立 1次方程式 Ax⃗ = 0⃗を考える.

(1) Ax⃗ = 0⃗ は自明な解のみ⇔ Ax⃗ = 0⃗ の解はただ一つ⇔ rank(A) = n.

(2) m < n ならば, Ax⃗ = 0⃗ は自明でない解を持つ.� �
上記の同次形の連立 1次方程式の場合[

1 −2 0 3
1 −1 1 2

] [
1 −2 0 3 0
1 −1 1 2 0

]
係数行列 拡大係数行列

であり, 点線より右の 2つの 0は基本変形で値が変化しません. 従って, 同次形の場合は, 拡大係数
行列ではなく, 係数行列を基本変形すれば少し計算を楽にできます (もちろん, 拡大係数行列で考え
ても構いません).

� �
例題 7-3

次の連立 1次方程式を解け. 2 1 7
1 2 8
1 1 5

x1

x2

x3

 =

00
0


� �
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[解答]

係数行列を基本変形すると2 1 7
1 2 8
1 1 5

 −→

1 2 8
2 1 7
1 1 5

 1行目↔2行目

−→

1 2 8
0 −3 −9
0 −1 −3

 2行目に 1行目 ×(−2)を足した
3行目に 1行目 ×(−1)を足した

−→

1 2 8
0 1 3
0 1 3

 2行目 ×(− 1
3 )

3行目 ×(−1)

−→

1 0 2
0 1 3
0 0 0

 1行目に 2行目 ×(−2)を足した
3行目に 2行目 ×(−1)を足した

最後の行列を係数行列とする同次形の連立 1次方程式は{
x1 + 2x3 = 0

x2 + 3x3 = 0

であり，そのすべての解は 
x1 = −2a

x2 = −3a

x3 = a

（a は任意の実数）

問題 7-2 次の連立 1次方程式を解け. −4x − 12y − 3z = 0
x + 3y + z = 0

−2x − 6y − z = 0

問題 7-3 次の連立 1次方程式が自明でない解を持つような aを求めよ. また, そのときの解を求
めよ.  x + ay + (a+ 3)z = 0

x + y + az = 0
ay + 2z = 0
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