
演習問題1の解答 (環論)

演習問題 1-1の解答

(1) p = (a, b), q = (c, d), r = (e, f) ∈ Aに対して,

p · (q + r) = p · q + p · r, (p+ q) · r = p · r + q · r

を確認すればよい. ここでは, p · (q + r) = p · q + p · rのみ示す.

p · (q + r) = (a, b) · (c+ e, d+ f)

= (a(c+ e) + b(d+ f), a(d+ f) + b(c+ e))

= (ac+ ae+ bd+ bf, ad+ af + bc+ be)

= (ac+ bd, ad+ bc) + (ae+ bf, af + be)

= p · q + p · r.

(2) 次を示せばよい.

(1, 0) · p = p · (1, 0) = p (∀p ∈ A)

p = (a, b)とすると,

(1, 0) · p = (1, 0) · (a, b) = (1 · a+ 0 · b, 1 · b+ 0 · a) = (a, b) = p,

p · (1, 0) = (a, b) · (1, 0) = (a · 1 + b · 0, a · 0 + b · 1) = (a, b) = p.

(2) p = (1, 1), q = (1,−1) ∈ Aとすると, p ̸= 0A, q ̸= 0A だが,

p · q = (1, 1) · (1,−1) = (0, 0) = 0A.

よって, Aは整域でない.

(3) (1, a) ∈ A×とすると, (1, a) · (b, c) = (1, 0) を満たす (b, c) ∈ Aがある. (b+ ac, c+ ab) = (1, 0)

より,

1 = b+ ac = b+ (−ab)a = b(1− a2).

よって a2 ̸= 1で,

(b, c) =

(
1

1− a2
,

−a

1− a2

)
.

逆に a2 ̸= 1のとき,

(b, c) =

(
1

1− a2
,

−a

1− a2

)
と置けば, (1, a) · (b, c) = (1, 0). よって, (1, a) ∈ A× となる aの条件は a2 ̸= 1.
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演習問題 1-2の解答
x, y ∈ Aとすると

(x+ y)2 = x2 + xy + yx+ y2.

Aの仮定から
x+ y = x+ xy + yx+ y.

よって xy = −yx. 仮定と定理 1-1から −1 = (−1)2 = 1. よって xy = yx. 従って Aは可換環であ
る.

演習問題 1-3の解答
(1) 定理 3-1の部分環の条件を確認する. x = a+ bω, y = c+ dω (a, b, c, d ∈ Z)とする.

(i) x− y = (a− c) + (b− d)ωより x− y ∈ A.

(ii) ω2 − ω + 1 = 0に注意すると,

xy = ac+ bdω2 + (ad+ bc)ω = (ac− bd) + (ad+ bc+ bd)ω ∈ A.

(iii) 1 = 1 + 0 · ω ∈ A.

以上より, Aは Cの部分環である.

(2) x ∈ Aとすると,

|x|2 = xx̄ = a2 + (ω + ω̄)ab+ b2ωω̄ = a2 + ab+ b2

より, |x|2 は 0以上の整数である. x ∈ A× と仮定する. xy = 1を満たす y ∈ Aを取ると,

1 = |xy|2 = |x|2|y|2

であり, |x|2, |y|2 は 0以上の整数なので, |x|2 = 1が従う. よって |x| = 1

逆に |x| = 1とすると, xx̄ = 1. また x̄ = (a+ b)− bω ∈ A. よって x ∈ A×.

(3) |x| = 1とすると,

1 = |x|2 = a2 + ab+ b2 =
(
b+

a

2

)2

+
3a2

4
≥ 3a2

4
.

よって |a| ≤ 1. 同様に |b| ≤ 1. これらの不等式を満たす (a, b)で, 1 = a2 + ab+ b2 を満たすもの
は (a, b) = (±1, 0), (0,±1),±(1,−1). よって

A× = {±1, ±ω,±(1− ω)}.
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演習問題 1-4の解答
(1) 割り算の原理より

f(x) = q(x)(x2 + 2) + ax+ b (q(x) ∈ R[x], a, b ∈ R)

と表せる. x =
√
−2を代入すると,

a
√
−2 + b = f(

√
−2) = −8

√
−2 + 5.

よって a = −8, b = 5であり, 余りは −8x+ 5.

(2) yの多項式として y − x2 の次数は 1なので,

f(x, y) = q(x, y)(y − x2) + r(x) (q(x, y) ∈ C[x, y], r(x) ∈ C[x])

と表せる. yに x2 を代入すると

r(x) = f(x, x2) = x10 + x7 + 1.

演習問題 1-5の解答
yの多項式として f(x, y)を y2 − x3 で割ると,

f(x, y) = q(x, y)(y2 − x3) + a(x)y + b(x) (q(x, y) ∈ C[x, y], a(x), b(x) ∈ C[x])

と表せる. ここで, a(x), b(x)をそれぞれ

a(x) =

d1∑
i=0

aix
i, b(x) =

d2∑
j=0

bjx
j

と表す. このとき,

0 = f(t2, t3) =

d1∑
i=0

ait
2i+3 +

d2∑
j=0

bjt
2j .

f(t2, t3)の奇数次の部分は∑d1

i=0 ait
2i+3 であり, 偶数次の部分は∑d2

j=0 bjt
2j となる. よって,

ai = 0 (0 ≦ i ≦ d1), bj = 0 ( 0 ≦ j ≦ d2). 従って f(x, y)は y2 − x3 で割り切れる.

演習問題 1-6の解答
次を示せばよい.

a0 + a1 sinx+ · · · an−1(sinx)
n−1 = 0 (ai ∈ R) ⇒ a0 = a1 = · · · = an−1 = 0 (eq1)

仮に a0, a1, ..., an−1 のいずれかが 0でないとすると,

F (x) = a0 + a1x+ · · ·+ an−1x
n−1
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は零多項式ではない. よって, F (x)の根は多くとも n − 1個である. 一方, F (sinx) = 0であり,

sinxは閉区間 [−1, 1]の任意の値を取ることから, F (x)は無限個の根を持つことになり矛盾. よっ
て, (eq1)が成立する.

演習問題 1-7の解答
(1)について.

(i) f(x, y), g(x, y) ∈ I とする. f(a, b) = g(a, b) = 0より f(a, b) + g(a, b) = 0. よって
f(x, y)− g(x, y) ∈ I.

(ii) f(x, y) ∈ I, h(x, y) ∈ Aとする. f(a, b) = 0よりh(a, b)f(a, b) = 0. よってh(x, y)f(x, y) ∈ I.

よって I は Aのイデアルである.

(2) x− a, y − b ∈ I より (x− a, y − b) ⊆ I. 逆に f(x, y) ∈ I とする. 割り算の原理から

f(x, y) = q1(x, y)(y − b) + r1(x) (q1(x, y) ∈ C[x, y], r1(x) ∈ C[x])

と表せる. さらに,

r1(x) = q2(x)(x− a) + r2 (q2(x) ∈ C[x], r2 ∈ C)

と表す. よって
f(x, y) = q1(x, y)(y − b) + q2(x)(x− a) + r2.

f(a, b) = 0より r2 = 0. 従って

f(x, y) = q1(x, y)(y − b) + q2(x)(x− a) ∈ (x− a, y − b).

よって I ⊆ (x− a, y − b). 以上より I = (x− a, y − b).

演習問題 1-8の解答
(1) x, y ∈

√
I, a ∈ Aを取る. このとき, xm ∈ I, yn ∈ I を満たす自然数m,nがある.

(i) まず, x− y ∈
√
I を示す.

(x− y)m+n =

m+n∑
i=0

m+nCi (−1)m+n−ixiym+n−i.

0 ≤ i ≤ m + nに対して, i ≥ mまたは m + n − i ≥ n. よって xiym+n−i ∈ I. これより
(x− y)n+m ∈ I. よって x− y ∈

√
I.

(ii) また (ax)m = amxm ∈ I より ax ∈
√
I.

以上より√
I は Aのイデアルである.

(2) 102 = 100 ∈ (20)より 10 ∈
√
(20). よって (10) ⊆

√
(20). 逆に x ∈

√
(20)を取る. xn ∈ (20)

となる自然数 nがある. xnは 20の倍数より素数 2, 5で割れる. よって xも素数 2, 5で割れる. 従っ
て xは 10の倍数であり, x ∈ (10). よって

√
(20) ⊆ (10).
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演習問題 1-9の解答
(1)について.

I · J = (5, 2 +
√
−6) · (5, 3 +

√
−6 )

= (25, 5(3 +
√
−6), 5(2 +

√
−6), 5

√
−6 )

= (5) · (5, 3 +
√
−6, 2 +

√
−6,

√
−6 ).

ここで,

1 = (3 +
√
−6)− (2 +

√
−6) ∈ (5, 3 +

√
−6, 2 +

√
−6,

√
−6 )

より, (5, 3 +
√
−6, 2 +

√
−6,

√
−6) = (1). 従って I · J = (5).

(2) K をイデアルとすると, 1 +
√
−6 ∈ K より 7 = (1−

√
−6)(1 +

√
−6) ∈ K. 従って

7 = ax+ y(1 +
√
−6) (x, y ∈ Z)

と表せる. これより ax = 7が分かる. aは自然数より a = 1, 7となる.

(1) a = 1のとき,

K = {x+ y(1 +
√
−6) | x, y ∈ Z} = {x+ y

√
−6 | x, y ∈ Z} = A.

(2) a = 7のとき,

K = {7x+ y(1 +
√
−6 ) | x, y ∈ Z}

= {(1 +
√
−6 )(y + x(1−

√
−6 ) | x, y ∈ Z}

= {(1 +
√
−6 )(y + x

√
−6 ) | x, y ∈ Z}

= (1 +
√
−6 ).

どちらのケースでもK は Aのイデアルとなる. よって a = 1, 7.
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