
教養の微積 (18回目)の解答

問題 18-1の解答
(1) 被積分関数は x = 1で発散することに注意する. 0 < t < 1に対して,

S(t) =

∫ t

0

1
3
√
1− x

dx =

[
−3

2
(1− x)

2
3

]t
0

= −3

2
(1− t)

2
3 +

3

2
.

従って ∫ t

0

1
3
√
1− x

dx = lim
t ↑ 1

S(t) =
3

2
.

(2) 被積分関数は x = 0で発散することに注意する. 0 < t < 1に対して,

S(t) =

∫ 1

t

1

x(x+ 2)
dx

=
1

2

∫ 1

t

1

x
− 1

x+ 2
dx

=
1

2

[
log

(
x

x+ 2

)]1
t

=
1

2

(
− log 3− log

(
t

t+ 2

))
.

ここで,

lim
t ↓ 0

log

(
t

t+ 2

)
= −∞.

従って ∫ 1

0
1

x(x+2) dx は発散する.

(3) 被積分関数は x = 0で発散することに注意する.∫
(log x)2 dx =

∫
(x)′(log x)2 dx = x(log x)2 − 2

∫
log x dx = x(log x)2 − 2x log x+ 2x+ C

より, 0 < t < 1に対して, ∫ 1

t

(log x)2 dx = 2− t(log t)2 + 2t log t− 2t

となる. 例題 18-1 (2)の議論と同様にして,

lim
t ↓ 0

t(log t)2 = 0, lim
t ↓ 0

t(log t) = 0.
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従って, ∫ 1

0

(log x)2 dx = lim
t ↓ 0

∫ 1

t

(log x)2 dx = 2.

問題 18-2の解答
(1) t > 0に対して,

S(t) =

∫ t

1

e−2x dx =
[
− 1

2
e−2x

]t
1
= −e−2t

2
+

e−2

2

従って ∫ ∞

1

e−2x dx = lim
t→∞

S(t) =
e−2

2
.

(2) 積分を二つに分けて考える.∫ ∞

−∞
xe−x2

dx =

∫ ∞

0

xe−x2

dx+

∫ 0

−∞
xe−x2

dx.

∫
xe−x2

dx = − 1
2e

−x2

+ C より∫ ∞

0

xe−x2

dx = lim
t→∞

∫ t

0

xe−x2

dx = lim
t→∞

[
−1

2
e−x2

]t
0

= lim
t→∞

(
−1

2
e−t2 +

1

2

)
=

1

2
.

また ∫ 0

−∞
xe−x2

dx = lim
t→−∞

∫ 0

t

xe−x2

dx = lim
t→−∞

[
−1

2
e−x2

]0
t

= lim
t→−∞

(
−1

2
+

1

2
e−t2

)
= −1

2
.

従って ∫ ∞

−∞
xe−x2

dx =

∫ ∞

0

xe−x2

dx+

∫ 0

−∞
xe−x2

dx = 0.

(3) 不定積分を計算すると, ∫
ex

1 + ex
dx =

∫
(1 + ex)′

1 + ex
dx = log(1 + ex) + C.

従って∫ ∞

0

ex

1 + ex
dx = lim

t→∞

∫ t

0

ex

1 + ex
dx = lim

t→∞

[
log(1 + ex)

]t
0
= lim

t→∞

(
log(1 + et)− log 2

)
= ∞.

よって ∫∞
0

ex

1+ex dxは発散する.
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問題 18-3の解答
(1) 被積分関数は x = 0で発散することに注意する. 0 < t < 1に対して,

S(t) =

∫ 1

t

1

xα
dx =


1

1−α

(
1− t1−α

)
(α ̸= 1のとき),

− log t (α = 1のとき) .

lim
t ↓ 0

log t = −∞であり, また

lim
t ↓ 0

t1−α =

0 (0 < α < 1のとき),

∞ (α > 1のとき) .

従って

∫ 1

0

1

xα
dx = lim

t ↓ 0
S(t) =


1

1−α (0 < α < 1のとき),

発散 (α ≧ 1のとき) .

(2) t > 0に対して,

S(t) =

∫ t

1

1

xα
dx =


1

1−α

(
t1−α − 1

)
(α ̸= 1のとき),

log t (α = 1のとき) .

log t → ∞ (t → ∞)であり, また

lim
t → ∞

t1−α =


0 (α > 1のとき),

∞ (0 < α < 1のとき) .

従って

∫ ∞

1

1

xα
dx = lim

t→∞
S(t) =


1

α−1 (α > 1のとき),

発散 (0 < α ≤ 1のとき).
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