
教養の微積 (19回目)の解答

問題 19-1の解答
(1) f(x) = 1√

sin x
(0 < x < 1)とし, λ = 1

2 と置くと,

lim
x ↓ 0

xλf(x) = lim
x ↓ 0

√
x

sinx
= 1.

定理 19-1より ∫ 1

0
1√
sin x

dx は収束する.

(2) f(x) = 1√
(x−1)(3−x)

は x = 1, 3で発散するので, 積分を二つに分けて収束性を調べる.

∫ 3

1

1√
(x− 1)(3− x)

dx =

∫ 2

1

1√
(x− 1)(3− x)

dx+

∫ 3

2

1√
(x− 1)(3− x)

dx.

λ = 1
2 とすると,

lim
x ↓ 1

(x− 1)λf(x) = lim
x ↓ 1

1√
3− x

=
1√
2

より,
∫ 2

1
1√

(x−1)(3−x)
dxは収束する. 同様に,

lim
x ↑ 3

(3− x)λf(x) = lim
x ↑ 3

1√
x− 1

=
1√
2

より,
∫ 3

2
1√

(x−1)(3−x)
dxも収束する. 以上より,

∫ 3

1
1√

(x−1)(3−x)
dxも収束する.

問題 19-2の解答
ex ≧ 1 (0 < x ≦ 1)より

ex

x
≧ 1

x
(0 < x ≦ 1).

ここで, ∫ 1

t

ex

x
dx ≧

∫ 1

t

1

x
dx = − log t.

t ↓ 0のとき, − log t → ∞だから,
∫ 1

0
ex

x dxは発散する.
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問題 19-3の解答
(1) f(x) = 1

x3−1 (−∞ < x < 0)とし, λ = 2と置く. このとき,

lim
x → −∞

xλf(x) = lim
x → −∞

x2

x3 − 1
= 0.

定理 19-2より ∫ 0

−∞
1

x3−1 dx は収束する.

(2) f(x) = (sinx)e−x とし, λ = 2とすると,

lim
x→∞

xλf(x) = lim
x→∞

x2 sinx

ex
.

| sinx| ≦ 1より ∣∣∣∣x2 sinx

ex

∣∣∣∣ ≦ x2

ex
(x > 0). (eq1)

ロピタルの定理より,

lim
x→∞

x2

ex
= lim

x→∞

2x

ex
= lim

x→∞

2

ex
= 0.

これと (eq1)より lim
x→∞

xλf(x) = 0. 定理 19-2より ∫∞
0

(sinx)e−x dxは収束する.

問題 19-4の解答
(1)

Γ(1) =

∫ ∞

0

e−x dx = lim
t→∞

∫ t

0

e−x dx = lim
t→∞

{
−e−t + 1

}
= 1.

(2) 定義より
Γ(s+ 1) = lim

t→∞

∫ t

0

xse−x dx.

部分積分を考えると, ∫ t

0

xse−x dx =

∫ t

0

xs(−e−x)′ dx

=
[
− xse−x

]t
0
+ s

∫ t

0

xs−1e−x dx

= −tse−t + s

∫ t

0

xs−1e−x dx.

定理 19-3の証明と同様にして lim
t→∞

tse−t = 0. 従って

Γ(s+ 1) = lim
t→∞

∫ t

0

xse−x dx = lim
t→∞

s

∫ t

0

xs−1e−x dx = sΓ(s).

(3) (2)を繰り返し用いると,

Γ(n) = (n− 1)Γ(n− 1) = · · · = (n− 1)!× Γ(1).

Γ(1) = 1より Γ(n) = (n− 1)!.
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問題 19-5の解答
t > 0に対して, 積分 ∫ 1

t
(log x)n dx を考える. y = − log xと置くと, x = e−y, dx = −e−ydyとな

る. よって ∫ 1

t

(log x)n dx =

∫ 0

− log t

(−y)n(−e−y)dy = (−1)n
∫ − log t

0

yne−ydy.

lim
t ↓ 0

(− log t) = ∞より,

∫ 1

0

(log x)n dx = lim
t ↓ 0

∫ 1

0

(log x)n dx = (−1)n
∫ ∞

0

yne−ydy = (−1)nΓ(n+ 1).

問題 19-4より ∫ 1

0
(log x)n dx = (−1)n · n!
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